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１ 序と主定理
 ^を複素数の集合とし， ( )nM ^ を複素数を成分とする n次正方行列の集合とする．変
数を 1( , , )
n
nx x x } ^ とし， / j jxw w  w ， 1 2( , , , )x nw  w w } w とするとき，次の形の作用
素を「特異 1階偏微分作用素」という．
, 1
( ( ) ( )).
n
t
x ij i j ij n
i j
xA a x A a M
 
w  w  ¦ ^ただし，
特に， Aが冪零行列の場合は「冪零型特異 1 階偏微分作用素」と呼ばれる．本稿では，
次の形の冪零型特異 1階偏微分作用素 kL ( 1,2)k  を考える．
( 1,2).tk k xL xA k w  （1.1）
ただし， ,1 ,2 ,diag( , , , )kk k k k pA N N N } はサイズが nのブロック対角行列を表し，また，行



















¨ ¸ ¨ ¸




ここで， , 1k in  の場合は , (0)k iN  を表し，また ,1 ,2 , kk k k pn n n n    " であることに注
意する．
 本稿では上記の冪零型特異 1 階偏微分作用素を用いて得られる偏微分作用素 1 2L L を




型作用素を用いた 1kL  ( 1,2k  )や，より一般の特異 1 階偏微分作用素に関して，筆者
を含め何人もの研究者によって研究が進められ，多くのマイエ型定理が得られている([2], 
[4], [6], [7], [8]など)．







Maillet Type Theorem for Singular 2nd Order Nonlinear 









 ,k jN を上記の冪零行列とする．ここで， ,1,2, , ; 1,2, ,k k ii p j n }  } に対して，[ , ]ki j `
を次で定義する．
,1 ,2 , 1[1, ] , [ , ] , ( 2).k k k k k ij j i j j n n n i      t"
この定義から㸪
,[ , 1] [ , ] 1, [ 1,1] [ , ] 1k k k i ki j i j i i n     
が成り立つことが分かる．このことから， [ , ]ki j が 1 から nまでの自然数を表すことが
従う．このとき，冪零型特異 1階偏微分作用素（1.1）は次のように書き換えられる．
, 1












 w  ¦ ¦ （1.2）




( ) ( , , , ),




Lu x a x f x u u u











ただし， 1 0( , , )
n
nD D D } ` に対し， 1| | nD D D  " を表し，また， 1( , , ) nnx x x } ^
に対し， 1| | nx x x  " ， 11 nnx x x
D D D " を表す．さらに， 1( , , )x nu u uw  w } w ，
2 2 2 2
11 12( , , , )x nnu u u uw  w w } w
2( )ij i ju uw  w w である．ここで， xuw は n個の成分から成り，
2
xuw
は ( 1) / 2n n 個の成分から成ることを注意する．また， aD ^  (| | KD  , K は 3K t を
満たす自然数)，関数 1 21( , , , )Kf x u [ [ は原点の近傍で正則で，次の形のテイラー展開を持
つとする．
1 2 1 2
1
( , , , ) 1
( , , , ) ( ) ( ) .hK h
V h K
f x u f x uD E JD EJ
D E J
[ [ [ [
t 
 ¦ （1.4）






^ であり， ( , , , )V hD E J は以下の(1.5)として定義され，これ
は 21( , ( ), ( ), ( ))K x xf x u x u x u x w w のテイラー展開の各項の零点の位数を表すものである．
( , , , ) | | ( 1)| | ( 2)| |.V h Kh K KD E J D E J      （1.5）












1 1,1 1,2 1,
0,2 0,2 0,2
1 2,1 2,2 1,
( , , ) (1,2, , ,1,2, , , ,1,2, , ),
( , , ) (1,2, , ,1,2, , , ,1,2, , )
n p
n p
s s s n n n
s s s n n n
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と定義し， 0 0,1 0,2 0 0 01 2: ( , , , )
n

















0 0 0 0
1 2( , , , )ns s s s }
1 2: (1,2, , ,1,2, , , ,1,2, , ).pn n nc c c } } } } （1.6）
（ 1 pn n nc c   " であることに注意）．例えば，
9
1 9( , , )x x x } ^ に対して，
1 2 1 3 2 5 4 6 5 8 7
2 3 2 5 4 7 6
,L x x x x x
L x x x
 w  w  w  w  w
 w  w  w
を考える場合，
0,1 0,2,(1,2,3,1,2,3,1,2,1) (1,1,2,1,2,1,2,1,1)s s  
なので， 0 0,1 0,2 (1,2,3,1,2,3,4,5,1)s s s   となる．
 さて， 1,2, , ; 1,2, , ii p j nc }  } に対して，
1 1[1, ] , [ , ] ( 2)ij j i j j n n ic c     t" （1.7）
と書くとき，先ほどの [ , ]ki j と同様に，[ , ]i j も 1 から nまでの自然数の列を与える．この
とき，(1.6)で定まる 0s の成分 0[ . ]i js ( 1, , ; 1, , )ii p j nc }  } は，
0
[ , ]i js j （1.8）
となることに注意する．実際，上の例では 1 3nc  ， 2 5nc  ， 3 1nc  であり，
0
0 0 0 0 0 0 0 0 0
1 2 3 4 5 6 7 8 9
0 0 0 0 0 0 0 0 0
[1,1] [1,2] [1,3] [2,1] [2,2] [2,3] [2,4] [2,5] [3,1]
(1,2,3,1,2,3,4,5,1)
( , , , , , , , , )
( , , , , , , , , )
s
s s s s s s s s s




であるから， 0[ , ]i js j であることが確認できる．また，これに対応する変数を
1( , , )nx x x }
                                                           
1 2[1,1] [1, ] [2,1] [2, ] [ ,1] [ ]
( , , , , , , , , , )
pn n p p nx x x x x xc c c } } } }
                                                           [ , ] 1, , ; 1, , ( )( )i j i p j n ix c }  } （1.9）
と表記する．このとき 1Kf  のテイラー展開に登場する
1[ ， 2[ は
1
1,[ , ] 1, , ; 1, ,
( 1)
2 2






i j i p j n
n n
i j k i k p j n i n
[ [
[ [
c }  }
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2,[ , ],[ , ]
1 1 1 1
( ) ( )
























とする．ここで，整数 ( , , , )M hD E J を次で定義する．
max{ , } ( 0 0),
( , , , )
0 ( 0 0).




­  z z







u x u xDDD t ¦ を一意に持ち，その発散の度
合いは高々 1 1( , , ) ( )
n







は原点の近傍で収束する．ただし， 11 1 11! ! ! n
s s s
nD D D   " を表し，発散の度合い s  
1 1( , , ) ( )
n
ns s t}  \ は次で与えられるものである．
0
1( , , ) ( , , , ),ns s s s V V V }   } （1.12）
ここで，V は
, , ,
( , , , )
max ; 0
( , , , )h h
M h
f
V h KD E J D EJ
D E JV
D E J
­ ½ z® ¾¯ ¿
（1.13）
で定義される非負有理数を表す．
า৙± 1max{ , , }pn n nc c } とすると， 0s の定義から 0 01max{ , , }nn s s } が得られる．また，
( , , , )M hD E J は ( , , , ) 2M h nD E J d と評価できる．よって，この評価と ( , , , ) 1V h KD E J t  を
合わせると， 2nV d も得られる．従って，定理 1より，形式解の発散の度合いは高々 3n
であることが分かる．
２ ボレル変換とジュブレイ空間
 [[ ]]x^ を変数が 1( , , )
n
nx x x } ^ の形式的冪級数全体の集合とする．
ްᏲ ᴥᴮʦʶʵ۰૰ᴦ 1 1( , , ) ( )nns s s t }  \ とする．形式的冪級数 ( ) [[ ]]u x u x xDD ¦ ^












で定義する．ただし， 1 1· n ns s sD D D  " ， ( · )! ( · 1)s sD D ( (ガンマ関数)を表す．
ްᏲ ᴥᴯʂʯʠʶɮሳᩖᴦ 形式的冪級数 ( ) [[ ]]u x u x xDD ¦ ^ がジュブレイ空間 sx に
属するとは，その s -ボレル変換 ( )( )sx u x が原点の近傍で収束するときをいう．また，
1 1( , , ) ( )
n






1 { }nx x ^ (収束冪級数全体の集合)であることに注意する．




が成り立つ．よって，定理 1を示すためには， ( )( )sx u x が収束することを示せばよい．
า৙ᴰ 任意の s , 1( )ns tc \ に対して， ( )( )s sx xu x c  ならば， 1( ) ns sxu x c  （ただし
1 (1,1, ,1)n  } を表す）が成り立つ． sと scを加えるだけではなく1nを引いているのは，
収束級数のジュブレイ度を1nとしていることに起因する．
３ 作用素 Lの可逆性と逆作用素 1L の評価
 0 0 0 01 2 1 2( , , , ) (1, , ,1, , , ,1, , )n ps s s s n n nc c c }  } } } } に対して，対応する変数は
1 2[1,1] [1, ] [2,1] [2, ] [ ,1] [ , ]
[ , ] 1, , ; 1, ,
( , , , , , , , , , )
  ( )
p
i
n n p p n
i j i p j n
x x x x x x x
x
c c c
c }  }
 } } } }
 
であり，逆に，変数 [ , ]i jx ( 1,2, , ; 1,2, , )ii p j nc }  } に対応する




, , [ , ] 1 [ , ]
1 1
k ik np






 w¦ ¦ ( 1,2)k  を用いて表さ




[ , ] 2 [ , ] [ , ] 1 [ , ] 1 [ , ],[ , ]
1 1 1 1 1 1
1
1
i i kn n np p p
ij i j i j ijk i j k i j k
i j i j k
L L L
x x xG G
c c c  
  
      
 
  w  w¦¦ ¦¦¦¦ A A A
A
                                           
(1) (2):  1 ,L L   （3.1）
ただし， (1)ijG ， (2)ijkG A ^を表す（これらのうちのいくつかは 0となる可能性あり）．
า৙ᴱ  (1)ijG ， (2)ijkG A の大きさは任意に小さいと仮定してよい．実際，任意の定数
{0}H ^5 を用いて変数を [ , ][ , ] [ , ]ˆi ji j i jx xH と線形変換すると，係数は
(1) 2 (1) (2) 2 (2),ij ij ijk ijkG H G G H GA A6 6
に変わるので，初めに| |H を任意に小さく選んでおけば，係数の大きさはいくらでも小
さくできる．
 作用素 Lの可逆性と逆作用素 1L の評価に関して，次が成り立つ．




 (1) （3.1）で定義される作用素 Lは [ ]kx^ 上可逆．
 (2) 0 0 01 1 2( , , ) (1, , ,1, , , ,1, , )n ps s s n n nc c c }  } } } } とする．また， ( )u x [ ]kx^ に対して，
0
( )( )s kx ku x W X 1( | | )nX x x x   " が成り立つとする．このとき， kに依存
しない正定数 1 0C ! が存在して，次の優級数関係が成り立つ．
0 1
1( )( ) .
s k
x kL u x C W X
  （3.2）




n i i kx x x    "" に対して， 1 2( , , , )ni i i} に
( ,0,0, ,0) ( 1,1,0, ,0) (0,0, ,0, )k k k}  } }; ;";
と辞書式に順序を入れる．すなわち，基底の列を 1 11 1 2 1 3( , , , , )
t k k k k
nx x x x x x x
  } と並べる．
このとき，線形作用素 Lの行列表現が M，すなわち，Lx Mx であったとすると，Mは
対角成分がすべて 1の三角行列となることが分かる．従って，Mは可逆である．これは
Lが [ ]kx^ 上可逆であることを示している．
 (2) 
| |
( ) [ ]kKu x u x x
D
DD  
 ¦ ^ に対して， s -ノルム|| ||su を
|| || min{ 0; ( )( ) }s ks xu A u x AX !  （3.3）
 1
1 1| | | |
! ! !
max | | max | |




s s sD DD D
D D D
D D D  





 まず， (1)L について考える．そのために (1) [ , ] 2 [ , ]ij i j i jx uG  w , ( 1, , ;i p } 1, , 2)ij nc }  を考
える．
| |
[ ]kKu u x x
D
DD  
 ¦ ^ において，
[ , ]
(1) (1)
[ , ] 2 [ , ] [ , ]
| | , 1
,
i j
ij i j i j ij i j
k
x u u xDD
D D
G G D c
 t
w  ¦





















| | | | !
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( · )!
| | | |( 2) !
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( ·( ([ , ]) ([ , ] 2)))!
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(1) (1) (1) (1)
[ , ] 2 [ , ]
1 1 1 1
|| || | | max{| |}
i in np p
ij i j i j ij ijs
i j i js
L x nG G G
c c 

    
 w d d u¦¦ ¦¦ （3.5）
が得られる．
 次に (2)L について考える．そのためにまず ( , ) ( , )i j kz A の場合における
(2) 2
[ , ] 1 [ , ] 1 [ , ],[ , ] ,ijk i j k i j kx x uG   wA A A
( 1, , ; 1, , 1; 1, , ; 1, , 1)i ki p j n k p nc c }  }   }  } A を考える．
[ , ] [ , ]
(2) 2 (2)
[ , ] 1 [ , ] 1 [ , ],[ , ] [ , ] [ , ]
| | , 1, 1i j k
ijk i j k i j k ijk i j k
k
x x u u xDD
D D D




A A A A A
ただし，






[ , ] 1 [ , ] 1 [ , ],[ , ]
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が成り立つ．よって ( , ) ( , )i j kz A における作用素ノルムは
0
(2) 2 (2)
[ , ] 1 [ , ] 1 [ , ],[ , ]|| || | |ijk i j k i j k ijksx xG G  w dA A A A
と評価できる．
 また， ( , ) ( , )i j k A の場合における
(2) 2 2
[ , ] 1 [ , ],[ , ]( ) ,ijij i j i j i jx uG  w
( 1, , ; 1, , 1)ii p j nc }  }  についても同様にして計算すれば，
0
(2) 2 (2)
[ , ] 1 [ ,
2








[ , ] 1 [ , ] 1 [ , ],[ , ]
1 1 1 1
|| ||
i kn np p
ijk i j k i j ks




    
 w¦¦¦¦ A A A
A
                                                                             




(1) (2) (1) 2 (2)|| || max{| |} max{| |}ij ijksL L n nG G d u  u A
が成り立つ．ここで注意 4で述べたように，係数は任意に小さくできるので，
(1) (2)max{| |}, max{| |}ij ijkG G A
も任意に小さいとしてよい．よって，例えば
(1) 2 (2) 1max{| |} max{| |}
2ij ijk
n nG Gu  u dA




1 (1) (2) 1|| || ||(1 ) ||s sL L L
   









であることが分かり， 1 2C  とおくことで補題 1，（2）が示された． (証明終わり)
４ 定理 1（主定理）の証明
 補題 1より， Lは可逆なので， ( ) ( )Lu x U x とおくと，U は次の方程式を満たす．
1 1 2 1
1
| |



















 補題 1より， : [ ] [ ]k kL x xo^ ^ は可逆なので，
1 : [ ] [ ]k kL x x
 o^ ^ である．よって，(4.1)




2 1 2 1 2 1
2
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ただし， 2( )w A は
2 2
( ) jkw  wA ( ( 1)(2 ) / 2 ,1 )j n j k j k n    d d dA で定める．具体的には
2 2 2 2 2 2 2 2 2 2
(1) 11 (2) 12 ( ) 1 ( 1) 22 ( 1)
( )
2





1 1 1 1 1









     




上記（※）は一意に定まる漸化式になっている．実際， jk Kt ， , jk KtA ， , jm KtA であ
(※)
り，また，
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なので， , 1jk kd A が成り立つ．同様にすれば， , 1jm kd A も得られるので，ͤは一
意に定まる漸化式であることが示せた．従って，形式解の斉次部分{ ( )}k k KU x t は，
1 2( ) ( ) ( )K K KU x U x U x o o o"
の順に一意に定まっていくので，(4.1)の形式解 ( )U x は一意に存在する．このことは，（1.3）





ᛃᭉᴯ 1 1( , , ) ( )nns s s t }  \ とする．任意の 2 つの形式的冪級数 ( )u x u xDD ¦ ，
( )v x v xDD ¦ に対して， sにのみ依存する正定数 2 0C ! が存在して，次の優級数関係が
成り立つ．
2( )( ) (| |)( ) (| |)( ).
s s s
x x xuv x C u x v x   （4.2）














( ) kkW X W X ¦ 1( | | )nX x x x   " とする．さらに， / Xd dX D とおく．このとき，
0s にのみ依存する正定数 3 0C ! が存在して，次の優級数関係が成り立つ．
          
0 1
3( )( ) ( ),
s
x L U x C W X
  （4.3）
          
0 1 1
[ , ] 3( )( ) ( ) ( ),
s j
x i j X XL U x C D XD W X
 w  （4.4）
                      ( 1, , , 1,2, , ),ii p j nc }  }
          
0 2 1 2 2
[ , ],[ , ] 3( )( ) ( ) ( ),
s j
x i j k X XL U x C D XD W X
  w AA  （4.5）
          ( , 1, , , 1, , , 1, , ).i ki k p j n nc c }  }  }A
 補題 2は日比野氏の論文[2]や筆者の過去の論文[6]に証明が載っているので，ここでは
証明は省略する．また，補題 3 の（4.3）は補題 1 のことであり，（4.4）は[6]に証明が載っ
ているので，これらの証明も省略する．よって，以下では（4.5）を証明する．
 （（4.5）の証明）まず初めに， 0s にのみ依存する正定数 0Cc ! が存在して，
0 2
[ , ],[ , ]( )( )
s
x i j k u xw A
02 2
[ , ],[ , ]( · ) (| |)( )
j s
i j k x xC x u x
 cw w AA  （4.6）
が成り立つことを示す．ただし， 1 1· x n nx x xw  w   w" を表す．
 [ , ] [ , ]i j kz A のとき，
[ , ] [ , ]
0
[ , ] [ , ]
0
2





















































ただし， ([ , ]) ([ , ])e i j e kD Dc    A を表す．従って，（4.6）が成り立つためには
0 0 0
1
( · )( · 1) ( · 1)
| | (| | 1)j















( · )( · 1) ( · 1)
| | (| | 1)
max{ }| |( · )
(2max{ })
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02max{ }0(2max{ }) j
s
jC sc  と取れば十分である．よって，（4.6）が成り立つ．
[ , ] [ , ]i j k A のときも同様にすれば得られる．
 また， 1u L U とおけば，補題 1より，
02 2 1 2 2
[ , ],[ , ] 1 [ , ],[ , ]( · ) (| |)( ) ( · ) ( )
j s j
i j k x x i j k xx L U x C x W X
    w w w wA AA A
                                                                                                                           
2 2
1 ( ) ( )
j
X XC D XD W X




( )( ) ( )sx U x W X
0 0 0
1 1( ( , , ) (1, , , ,1, , ))n ps s s n nc c }  } } } のとき，定
数 4 0C ! が存在して， max{ }jn nc  とするとき，優級数関係
0 1 1 2 1
1
1 2 1 2 1
1 4 4 1 4 1
{ ( , , , )}
| |( , ,{ ( ) } ,{ ( ) } )
s
x K x x
j n j n
K X X j X X j
f x L U L U L U









 方程式（4.1）に 0s -ボレル変換を施すと
0 0
0
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s s
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( )( ) ( )sx U x W X （4.9）
が成り立つので，補題 1より，
0 0 1
1( )( ) ( )( ) ( )
s s
x xu x L U x C W X
   （4.10）
も成り立つ．
 （4.8）は常微分方程式であり，ニュートン図形を描くことにより，（4.8）の形式解 ( )W X
のジュブレイ度は高々
, , ,
( , , , )
1 max ; 0 1
( , , , ) hh
M h
f
V h K D EJD E J
D E JV
D E J




0 ( , , )( ) sxu x
V V }
であることが得られた．以上で定理 1が証明できた． （証明終わり）
であることが [5]，[6]などから分かる．すなわち， 1( ) XW X
V  である．従って，
0 ( 1, , 1)( )( )sx xu x
V V }   なので，注意 3より，
白井　朗／冪零型特異2階非線形偏微分方程式に対する マイエ型定理 (1)
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